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Resumo
E´ bem conhecido que todo o semigrupo [finito] pode ser fielmente re-
presentado por transformac¸o˜es parciais ou totais sobre um conjunto
[finito] apropriado. Assim, dado um semigrupo finito S, podemos
considerar naturalmente o problema de determinar o menor inteiro
na˜o negativo n tal que S pode ser mergulhado no mono´ide PT n de
todas as transformac¸o˜es parciais de um conjunto com n elementos.
Esta questa˜o deriva de um problema colocado por B. Schein em 1972
[12] e foi resolvida por D. Easdown em 1987 [2] para semigrupos fi-
nitos inversos fundamentais. Neste trabalho apresentamos o estudo
do problema ana´logo ao descrito atra´s considerando representac¸o˜es
que separam os idempotentes em vez de representac¸o˜es fie´is. Para
um block-group (finito) S, exibimos uma descric¸a˜o do menor inteiro
na˜o negativo n tal que existe um homomorfismo que separa idempo-
tentes de S em PT n. Uma vez que, para um semigrupo fundamental
S, este nu´mero coincide com o menor inteiro na˜o negativo n tal que
S pode ser mergulhado no mono´ide PT n, o nosso resultado gene-
raliza o de Easdown mencionado. Embora independente, o nosso
me´todo tem, sem du´vida, fortes conexo˜es com as ideias originais de
Easdown. Assim, em primeiro lugar constru´ımos uma extensa˜o para
block-groups da representac¸a˜o de Munn e, de seguida, obtemos um
refinamento desta que provamos ser minimal. Ainda, como aplicac¸a˜o
da nossa extensa˜o da representac¸a˜o de Munn, mostramos as igualda-
des BG = EI©m Ecom = N©m Ecom, em que BG, EI, N e Ecom denotam
respectivamente as pseudovariedades dos block-groups finitos, dos se-
migrupos finitos com um so´ idempotente, dos semigrupos nilpotentes
e dos semigrupos cujos idempotentes comutam.
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105
106 encontro de algebristas portugueses 2005
Introduc¸a˜o
Seja X um conjunto qualquer. Denotamos por PT (X) o conjunto de todas
as transformac¸o˜es (parciais) sobre X, i.e. o conjunto de todas as aplicac¸o˜es com
domı´nio e contradomı´nio contidos emX. O conjunto PT (X) munido da operac¸a˜o
de composic¸a˜o de relac¸o˜es constitui um semigrupo. Por T (X) denotamos o con-
junto de todas as transformac¸o˜es sobre X de domı´nio X (transformac¸o˜es totais
sobre X), i.e. o conjunto de todas as aplicac¸o˜es de X em X. Enta˜o T (X) e´ um
subsemigrupo de PT (X). Observemos que esta operac¸a˜o em T (X) na˜o passa da
composic¸a˜o usual de aplicac¸o˜es. Ale´m disso, e´ claro que a aplicac¸a˜o identidade
sobre X e´ uma identidade de PT (X) e pertence a T (X), pelo que PT (X) e´ um
mono´ide e T (X) e´ um submono´ide de PT (X). Outro submono´ide importante de
PT (X), e que nos interessa em especial, e´ o semigrupo inverso sime´trico I(X),
i.e. o conjunto de todas as transformac¸o˜es parciais injectivas sobre X. E´ claro
que a aplicac¸a˜o identidade e´ uma transformac¸a˜o injectiva e que a composic¸a˜o
de duas transformac¸o˜es parciais injectivas e´ uma transformac¸a˜o injectiva, donde
I(X) e´ um submono´ide de PT (X). Ale´m disso, o conjunto das permutac¸o˜es
sobre X esta´ contido em I(X) e forma um subgrupo de I(X) (e de PT (X)):
o grupo sime´trico sobre X. Se X for um conjunto com n elementos (n ∈ N),
digamos X = {1, 2, . . . , n}, representamos PT (X) por PTn, T (X) por Tn e I(X)
por In.
Seja S um semigrupo. Denotamos por S1 o mono´ide obtido a partir de S
juntando-lhe uma identidade, se S na˜o for um mono´ide, ou o pro´prio S, caso
contra´rio. E´ bem conhecido que a aplicac¸a˜o
φ : S −→ T (S1)
s 7→ ρs : S1 → S1
x 7→ xs
e´ um homomorfismo injectivo de semigrupos (de mono´ides, se S for um mono´ide),
pelo que todo o semigrupo [finito] pode ser representado fielmente por meio de
de um semigrupo de transformac¸o˜es totais (ou parciais) sobre um certo conjunto
[finito]. Tambe´m e´ bem conhecido que todo o semigrupo inverso S admite uma
representac¸a˜o fiel em I(S) (Teorema de Vagner-Preston). Outra representac¸a˜o
cla´ssica de um semigrupo inverso e´ a representac¸a˜o de Munn: dado um semigrupo
inverso S e denotando por E o semireticulado dos idempotentes de S, a aplicac¸a˜o
δ : S → I(E)
s 7→ δs : Ess−1 → Es−1s
e 7→ s−1es
e´ um homomorfismo. Observemos que, em geral, a representac¸a˜o de Munn de
um semigrupo inverso na˜o e´ um homomorfismo injectivo. De facto, o nu´cleo
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de δ e´ a maior congrueˆncia que separa idempotentes de S, pelo que δ e´ um
homomorfismo injectivo se e so´ se S e´ um semigrupo fundamental (ver [8] ou [9],
para mais detalhes).
Neste trabalho estendemos a representac¸a˜o de Munn para semigrupos cu-
jos elementos possuem no ma´ximo um inverso. Os semigrupos finitos com esta
propriedade formam a bem conhecida classe BG de semigrupos designados por
block-groups. Esta classe de semigrupos finitos forma uma pseudovariedade de
semigrupos (i.e. uma famı´lia de semigrupos finitos fechada para imagens ho-
momorfas, subsemigrupos e produtos directos finitos) e e´ um dos personagens
principais da cadeia de igualdades
♦G = PG = J ∗ G = J©m G = BG = EJ,
em que G, J, PG, ♦G e EJ denotam respectivamente a pseudovariedade de todos
os grupos, a pseudovariedade de todos os semigrupos J-triviais, a pseudovariedade
gerada por todos os mono´ides de partes de grupos, a pseudovariedade gerada por
todos os produtos de Schu¨tzenberger de grupos e a pseudovariedade de todos os
semigrupos cujos idempotentes geram um semigrupo J-trivial. Para mais detalhes
e a histo´ria completa destas igualdades, veja-se [11].
A extensa˜o da representac¸a˜o de Munn para semigrupos que possuem no
ma´ximo um inverso e´ apresentada na Secc¸a˜o 1. Na Secc¸a˜o 2 exibimos duas
decomposic¸o˜es em produtos de Mal’cev da pseudovariedade BG e conclu´ımos que
a classe dos block-groups e´ a maior famı´lia de semigrupos finitos para os quais
podemos estender a representac¸a˜o de Munn. Apresentamos na Secc¸a˜o 3 algumas
propriedades sobre semireticulados finitos necessa´rias para as Secc¸o˜es 4 e 5. Na
Secc¸a˜o 4 constru´ımos um refinamento da extensa˜o de Munn para block-groups
finitos, o qual provamos ser minimal. Finalmente, na Secc¸a˜o 5 descrevemos o
menor inteiro na˜o negativo n para o qual existe um homomorfismo que separa
idempotentes de um block-group finito S em PTn.
Assumimos que o leitor possui alguns conhecimentos da Teoria de Semigru-
pos, nomeadamente sobre relac¸o˜es de Green, congrueˆncias, elementos regulares
e semigrupos inversos. Estes assuntos sa˜o tratados, por exemplo, nos livros de
J. Howie [8] e de M. Petrich [9]. Sobre pseudovariedades, pseudoidentidades e
outros assuntos sobre semigrupos finitos a nossa refereˆncia e´ o livro de J. Almeida
[1].
Este trabalho e´ essencialmente um resumo alargado do trabalho [5] no qual
podem ser encontradas as provas completas dos resultados aqui referidos.
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1 Uma extensa˜o da representac¸a˜o de Munn
Nesta secc¸a˜o apresentamos uma extensa˜o da representac¸a˜o de Munn para se-
migrupos cujos elementos possuem no ma´ximo um inverso. Uma vez que um
semigrupo finito com esta propriedade e´ designado por block-group, designamos
tambe´m por block-group qualquer semigrupo infinito cujos elementos possuam no
ma´ximo um inverso. Observemos que, e´ fa´cil verificar que S e´ um block-group
se e so´ se qualquer R-classe e qualquer L-classe possui no ma´ximo um idempo-
tente. Claramente, os semigrupos cujos idempotentes comutam e, em particular,
os semigrupos inversos sa˜o block-groups.
Seja S um semigrupo. Denotamos por E(S) o conjunto dos idempotentes de S
e por Reg(S) o conjunto dos elementos regulares de S. Associadas a`s relac¸o˜es de
Green R e L consideramos as relac¸o˜es de quasi-ordem parcial ≤R e ≤L definidas,
respectivamente, por: para quaisquer s, t ∈ S,
s ≤R t se e so´ se sS1 ⊆ tS1
e
s ≤L t se e so´ se S1s ⊆ S1t.
Associamos a cada elemento s ∈ S os seguintes subconjuntos de E(S):
R(s) = {e ∈ E(S) | e ≤R s} e L(s) = {e ∈ E(S) | e ≤L s}.
E´ fa´cil verificar que:
(i) Se e ∈ R(s) enta˜o es ∈ Reg(S);
(ii) Se e ∈ L(s) enta˜o se ∈ Reg(S).
Dado um block-group S denotamos por s−1 o u´nico inverso de um elemento
regular s ∈ S.
Dados um block-group S e s ∈ S, na˜o e´ dif´ıcil provar que:
(i) Se e ∈ R(s) enta˜o e = (es)(es)−1 = s(es)−1 = s(es)−1e, (es)−1(es) ∈ L(s) e
(es)−1(es)D e;
(ii) Se e ∈ L(s) enta˜o e = (se)−1(se) = (se)−1s = e(se)−1s, (se)(se)−1 ∈ R(s) e
(se)(se)−1D e.
Assim, neste caso, podemos considerar as aplicac¸o˜es
δs : R(s) → L(s) e δ¯s : L(s) → R(s)
e 7→ (es)−1(es) e 7→ (se)(se)−1 ,
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as quais preservam D-classes. Por outro lado, visto que
eδsδ¯s = ((es)
−1es)δ¯s = s(es)−1es(s(es)−1es)
−1
= (s(es)−1e)s((s(es)−1e)s)
−1
= es(es)−1 = e,
para qualquer e ∈ R(s), e analogamente f δ¯sδs = f , para qualquer f ∈ L(s),
enta˜o as aplicac¸o˜es δs e δ¯s sa˜o bijecc¸o˜es inversas uma da outra.
Podemos agora estabelecer a nossa representac¸a˜o para block-groups:
Teorema 1.1. Sejam S um block-group e E = E(S). Enta˜o, a aplicac¸a˜o
δ : S → I(E)
s 7→ δs
e´ um homomorfismo que separa idempotentes.
Demonstrac¸a˜o. Em primeiro lugar mostramos que δ e´ um homomorfismo. Se-
jam s, t ∈ S. Comecemos por ver que Dom(δsδt) = Dom(δst). Tomemos e ∈
Dom(δsδt). Enta˜o e ∈ R(s) e (es)−1(es) = eδs ∈ R(t), pelo que e = s(es)−1 e
(es)−1(es) = tx, para algum x ∈ S1. Logo, e = s(es)−1 = s(es)−1(es)(es)−1 =
stx(es)−1 e portanto e ∈ R(st), ou seja e ∈ Dom(δst). Reciprocamente, tomemos
e ∈ Dom(δst). Como e ∈ R(st), temos e = st(est)−1, donde e ∈ R(s), ou seja
e ∈ Dom(δs). Em particular, es ∈ Reg(S). Por outro lado, e = est(est)−1 =
est(est)−1e, donde es = (es)t(est)−1(es). Ale´m disso, t(est)−1(es)t(est)−1 =
t(est)−1, pelo que (es)−1 = t(est)−1. Logo, eδs = (es)−1es = t(est)−1es ∈ R(t)
e portanto eδs ∈ Dom(δt). Logo e ∈ Dom(δsδt) e, por conseguinte, Dom(δst) =
Dom(δsδt). Seguidamente, tomemos e ∈ Dom(δst). Enta˜o, e ∈ R(s), pelo que es
e´ regular. Ale´m disso, eδs = (es)
−1es ∈ R(t), donde (es)−1est e´ tambe´m regular.
Como est = es(es)−1est, enta˜o est L (es)−1est. Por outro lado, e ∈ R(st), pelo
que est e´ regular. Enta˜o, (est)−1est L est L (es)−1est L ((es)−1est)
−1
(es)−1est,
donde (est)−1est = ((es)−1est)
−1
(es)−1est, e portanto
eδsδt = ((es)
−1(es))δt = ((es)−1est)
−1
(es)−1est = (est)−1est = eδst,
donde δ e´ um homomorfismo.
Para mostrar que δ separa idempotentes, tomemos e, f ∈ E tais que δe = δf .
Enta˜o, em particular, R(e) = R(f), pelo que e R f e portanto e = f .
Um semigrupo S diz-se fundamental se a identidade for a u´nica congrueˆncia
que separa idempotentes em S. Este conceito [4] e´ uma extensa˜o para semigrupos
arbitra´rios da noc¸a˜o de semigrupo regular fundamental. Uma definic¸a˜o alterna-
tiva e´ apresentada por Grillet em [6]. De acordo com este autor, um semigrupo
diz-se fundamental se a maior congrueˆncia contida em H for a identidade. Esta
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u´ltima definic¸a˜o e´, claramente, mais abrangente, visto que qualquer congrueˆncia
contida em H separa idempotentes. Ale´m disso, e´ bem conhecido que estas duas
noc¸o˜es coincidem para semigrupos regulares. No entanto, tal na˜o e´ verdade em
geral, mesmo para semigrupos finitos. Por exemplo, se S for um semigrupo nulo
(i.e. um semigrupo com zero 0 tal que S2 = {0}) enta˜o S e´ H-trivial e todas as
congrueˆncias de S separam idempotentes (note-se que S possui um so´ idempo-
tente: o zero), pelo que, se S possui pelo menos dois elementos, enta˜o a maior
congrueˆncia de S contida em H e´ a identidade e, por outro lado, S possui pelo
menos duas congrueˆncias distintas que separam idempotentes (a identidade e a
universal).
O seguinte corola´rio e´ uma consequeˆncia imediata do Teorema 1.1:
Corola´rio 1.2. Qualquer block-group fundamental e´ isomorfo a um subsemigrupo
de um semigrupo inverso.
E´ claro que, para um semigrupo inverso S, o homomorfismo δ definido no
teorema anterior coincide com a representac¸a˜o de Munn de S original. Assim,
mais geralmente para um block-group S, designamos tambe´m este homomorfismo
por representac¸a˜o de Munn de S. Do mesmo modo que a representac¸a˜o de Munn
de um semigrupo inverso, o nosso pro´ximo resultado estabelece que, para um
block-group eventualmente regular (um semigrupo diz-se eventualmente regular
se todo o elemento possui uma poteˆncia regular), o nu´cleo de δ coincide com a
maior congrueˆncia que separa idempotentes de S.
Consideremos a relac¸a˜o bina´ria µ definida sobre um semigrupo arbitra´rio S
por: dados a, b ∈ S, aµ b se e so´ se, para cada elemento regular x ∈ S, as
seguintes condic¸o˜es se verificam: xRxa implica xaH xb; xRxb implica xaH xb;
xL ax implica axH bx; e xL bx implica axH bx. Em [3], Edwards provou que µ
e´, em geral, uma congrueˆncia que separa idempotentes de S e, ale´m disso, se S for
um semigrupo eventualmente regular, enta˜o µ e´ a maior congrueˆncia que separa
idempotentes de S. Por outro lado, podemos provar que nu´cleo da representac¸a˜o
de Munn de um block-group conte´m µ. Assim, temos:
Corola´rio 1.3. O nu´cleo da representac¸a˜o de Munn de um block-group eventu-
almente regular S e´ a maior congrueˆncia de S que separa idempotentes.
2 Produtos de Mal’cev e a pseudovariedade BG
Nesta secc¸a˜o, apresentamos duas decomposic¸o˜es da pseudovariedade BG em pro-
dutos de Mal’cev.
De agora em diante todos os semigrupos considerados neste trabalho sa˜o fi-
nitos.
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Dada uma pseudovariedade de semigrupos V, um semigrupo S diz-se uma V-
extensa˜o de um semigrupo T se existe um homomorfismo sobrejectivo ϕ : S −→ T
tal que, para cada idempotente e de T , o subsemigrupo eϕ−1 de S pertence a V.
Seja W outra pseudovariedade de semigrupos. O produto de Mal’cev V©m W e´ a
pseudovariedade de semigrupos gerada por todas as V-extenso˜es de elementos de
W. Alternativamente, o produto de Mal’cev de pseudovariedades pode ser defi-
nido usando “morfismos relacionais”. Recordemos que um morfismo relacional
τ : S−→◦ T de um semigrupo S para um semigrupo T e´ uma func¸a˜o τ de S em
P(T ) tal que:
1. Para qualquer a ∈ S, aτ 6= ∅;
2. Para quaisquer a, b ∈ S, aτbτ ⊆ (ab)τ .
Observemos que, para cada idempotente e de T , o conjunto eτ−1 ou e´ vazio ou
e´ um subsemigrupo de S. Enta˜o, um semigrupo S pertence a V©m W se e so´ se
existe um morfismo relacional τ de S para um membro T de W tal que, para
cada idempotente e de T , se eτ−1 e´ na˜o vazio enta˜o eτ−1 ∈ V (ver [10, 7]).
A pseudovariedade BG ja´ foi definida. Denotemos por Ecom a pseudovariedade
de todos os semigrupos cujos idempotentes comutam. Observemos que estas duas
pseudovariedades podem ser definidas por uma so´ pseudoidentidade: claramente,
temos Ecom = Jxωyω = yωxωK e, por outro lado, BG = J(xωyω)ω = (yωxω)ωK [1]
(ver tambe´m [11]). Consideremos tambe´m a pseudovariedade EI = Jxω = yωK de
todos os semigrupos que possuem um so´ idempotente (alguns autores denotam
esta pseudovariedade por IE) e a pseudovariedade N = Jxω = 0K de todos os
semigrupos nilpotentes. Observemos que EI = G ∨ N (ver [1]).
Sejam S ∈ BG e E = E(S). Uma vez que a representac¸a˜o de Munn δ :
S → I(E) de S e´ um homomorfismo que separa idempotentes e I(E) ∈ Ecom,
temos imediatamente S ∈ EI©m Ecom. Portanto BG ⊆ EI©m Ecom. Seguidamente,
recordando que BG = J©m G, podemos considerar um morfismo relacional ξ de S
para algum grupo G tal que 1ξ−1 ∈ J. Definamos a func¸a˜o τ de S em P(I(E)×G)
por sτ = {(sδ, g) ∈ I(E) × G | g ∈ sξ}, para qualquer s ∈ S. E´ fa´cil ver
que τ e´ um morfismo relacional e, dado um idempotente e de Im δ, (e, 1)τ−1 =
eδ−1 ∩ 1ξ−1 ∈ EI ∩ J. Como I(E) × G e´ um semigrupo cujos idempotentes
comutam e EI ∩ J = N (de facto, temos tambe´m EI ∩ A = N: recordemos que
J = J(xy)ω = (yx)ω, xω+1 = xωK e A = Jxω+1 = xωK [1]), deduzimos que S ∈
N©m Ecom, donde temos tambe´m BG ⊆ N©m Ecom.
Por outro lado, seja S uma EI-extensa˜o de um semigrupo cujos idempotentes
comutam T e seja ϕ : S −→ T um homomorfismo sobrejectivo tal que, para cada
idempotente e de T , eϕ−1 ∈ EI. Tomemos x, y ∈ S. Enta˜o xωϕ, yωϕ ∈ E(T ),
pelo que
e = (xωyω)ϕ = xωϕyωϕ = yωϕxωϕ = (yωxω)ϕ
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e´ um idempotente de T . Logo (xωyω)ω, (yωxω)ω ∈ eϕ−1 e, como eϕ−1 ∈ EI, temos
(xωyω)ω = (yωxω)ω. Assim S ∈ BG e portanto EI©m Ecom ⊆ BG.
Como N ⊆ EI, enta˜o N©m Ecom ⊆ EI©m Ecom e portanto:
Teorema 2.1. BG = EI©m Ecom = N©m Ecom.
A primeira igualdade estabelecida no resultado anterior permite-nos concluir
que a classe dos block-groups e´ a maior famı´lia de semigrupos finitos para os
quais podemos considerar uma representac¸a˜o do tipo da de Munn, i.e. um ho-
momorfismo que separa idempotentes num semigrupo inverso sime´trico.
3 Dois resultados sobre semireticulados finitos
Seja E um semireticulado finito. Denotemos por 0 o zero de E e, para e, f ∈ E,
denotemos por e ∨ f o supremo de e e f , quando existe, com respeito a` ordem
parcial natural ≤ de E. Recordemos que e ≤ f se e so´ se e = ef(= fe).
Seja e ∈ E. Dizemos que e e´ ∨-irredut´ıvel se e 6= 0 e, para quaisquer e1, e2 ∈ E,
e = e1 ∨ e2 implica e = e1 ou e = e2. Dado um subconjunto X de E, denotamos
o conjunto dos elementos ∨-irredut´ıveis de E pertencentes a X por IrrE(X), ou
simplesmente por Irr(X), se na˜o houver ambiguidade.
Exemplo 3.1. Sejam n ∈ N e E = E(In). Uma vez que E e´ o conjunto
de todas as identidades parciais de {1, 2, . . . , n} e, para quaisquer α, β ∈ E,
α ≤ β se e so´ se α e´ uma restric¸a˜o de β, podemos verificar facilmente que
Irr(E) =
{(
1
1
)
,
(
2
2
)
, . . . ,
(
n
n
)}
e portanto |Irr(E)| = n.
Podemos provar que:
Proposic¸a˜o 3.1. Sejam e, f ∈ E tais que Irr(Ee) = Irr(Ef). Enta˜o e = f .
Tendo em conta que um subsemireticulado pro´prio maximal E′ de E tem
exactamente |E| − 1 elementos, na˜o e´ muito dif´ıcil mostrar que E′, mesmo enca-
rado de modo independente, na˜o pode possuir mais elementos ∨-irredut´ıveis do
que E. Logo, por induc¸a˜o podemos deduzir o seguinte resultado:
Teorema 3.2. Se E′ e´ um subsemireticulado de E enta˜o |IrrE′(E′)| ≤ |IrrE(E)|.
4 Um refinamento da representac¸a˜o de Munn para
block-groups finitos
Nesta secc¸a˜o constru´ımos um homomorfismo que separa idempotentes de um
block-group finito S num semigrupo inverso sime´trico sobre um subconjunto
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pro´prio especial de E(S). Comec¸amos por mostrar que E(S) forma um semi-
reticulado e depois consideramos os seus elementos ∨-irredut´ıveis.
Em primeiro lugar, recordemos que
BG = J(xωyω)ω = (yωxω)ωK = J(xωyω)ωxω = (xωyω)ω = yω(xωyω)ωK
(ver [11]) e que, dado um semigrupo (qualquer) S, a ordem parcial natural ≤ de
E(S) define-se por e ≤ f se e so´ se e = ef = fe, para quaisquer e, f ∈ E(S).
Sejam S ∈ BG e e, f ∈ E(S). Enta˜o, se e = ef temos
e = ef = (ef)ω = f(ef)ω = fe
e, analogamente, se e = fe enta˜o e = ef . Portanto,
e ≤ f ⇐⇒ e = fe ⇐⇒ e = fe.
E´ enta˜o fa´cil mostrar que:
Proposic¸a˜o 4.1. Seja S ∈ BG. Enta˜o (E(S),≤) e´ um ∧-semireticulado. Ale´m
disso, o ı´nfimo e ∧ f de e e f e´ igual a (ef)ω, para quaisquer e, f ∈ E(S).
Seja δ : S → I(E), com E = E(S), a representac¸a˜o de Munn de S. Enta˜o,
dado s ∈ S, os conjuntos R(s) e L(s) sa˜o ideais de ordem de (E(S),≤) e as
aplicac¸o˜es δs : R(s) → L(s) e δ¯s : L(s) → R(s) preservam a ordem ≤. Ale´m
disso, dados e ∈ R(s) e a, b ∈ E(S) tais que e = a ∨ b, temos necessariamente
a, b ∈ R(s) e ainda eδs = aδs ∨ bδs. Analogamente, se e ∈ L(s) e a, b ∈ E(S) sa˜o
tais que e = a ∨ b, enta˜o a, b ∈ L(s) e eδ¯s = aδ¯s ∨ bδ¯s. Assim, δs : R(s) → L(s)
e δ¯s : L(s)→ R(s) sa˜o bijecc¸o˜es inversas uma da outra que preservam elementos
∨-irredut´ıveis, donde podemos concluir que as correspondeˆncias
ϑs : Irr(R(s)) → Irr(L(s)) e ϑ¯s : Irr(L(s)) → Irr(R(s))
e 7→ (es)−1(es) e 7→ (se)(se)−1
sa˜o bijecc¸o˜es inversas uma da outra.
Seguidamente, observemos que, dados um conjunto X, um subconjunto Y de
X, um semigrupo (qualquer) S e um homomorfismo ϕ : S −→ PT (X) tal que
Y (s)ϕ ⊆ Y , para qualquer s ∈ S, e´ fa´cil ver que a aplicac¸a˜o ζ : S −→ PT (Y )
definida por (s)ζ = (s)ϕ|Y (considerada como aplicac¸a˜o em Y ), para qualquer
s ∈ S, e´ tambe´m um homomorfismo.
Por outro lado, tendo em conta a Proposic¸a˜o 3.1 e o Corola´rio 1.3, e´ agora
fa´cil estabelecer o seguinte refinamento da nossa representac¸a˜o de Munn:
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Teorema 4.2. Seja S um block-group finito e seja U = Irr(E(S)). Enta˜o, a
aplicac¸a˜o
ϑ : S → I(U)
s 7→ ϑs
e´ um homomorfismo que separa idempotentes. Ale´m disso, o nu´cleo de ϑ e´ a
maior congrueˆncia que separa idempotentes de S.
Tendo em conta o conjunto base do semigrupo inverso sime´trico considerado
no conjunto de chegada, provamos na pro´xima secc¸a˜o que o homomorfismo do
teorema anterior e´ minimal.
5 O grau de separac¸a˜o dos idempotentes de um block-
group
Seja S um semigrupo finito. Definimos o grau de separac¸a˜o dos idempotentes,
d(S), de S como sendo o menor inteiro na˜o negativo n tal que existe um homo-
morfismo que separa idempotentes de S em PTn.
Observemos que, o problema de determinar d(S) faz sentido para qualquer
semigrupo finito S. No entanto, se substitu´ıssemos PTn por In, so´ poder´ıamos
considerar block-groups finitos, de acordo com a observac¸a˜o do fim da Secc¸a˜o 2.
Claramente, o menor inteiro na˜o negativo n tal que existe um homomorfismo que
separa idempotentes de um semigrupo S ∈ BG em In na˜o e´ menor que d(S).
Mostramos a` frente que, de facto, estes dois nu´meros sa˜o iguais.
O seguinte lema e´ fa´cil de provar:
Lema 5.1. Sejam S e T dois block-groups finitos e seja ϕ : S → T um homomor-
fismo sobrejectivo. Enta˜o φ = ϕ|E(S) : (E(S),∧) → (E(T ),∧) e´ um homomor-
fismo sobrejectivo (de semireticulados). Ale´m disso, se ϕ separa idempotentes
enta˜o φ e´ um isomorfismo.
Observemos que, dado α ∈ PTn, temos α = α2 se e so´ se Im(α) = Fix(α).
Seja Y um subconjunto de {1, 2, . . . , n} e denotemos a identidade parcial de
domı´nio (e imagem) Y por 1Y . E´ claro que 1Y ∈ E(In).
Seguidamente, consideremos a aplicac¸a˜o
E(PTn) → E(In)
α 7→ α ,
com α = 1Fix(α) = α|Im(α), para qualquer α ∈ E(PTn). Enta˜o, dados dois
idempotentes α e β de PTn, temos:
(i) Se α ≤ β enta˜o α ≤ β ;
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(ii) αβ ≤ (αβ)ω (e αβ ≤ (βα)ω );
(iii) Se (αβ)ω ≤ α , β enta˜o αβ = (αβ)ω .
A partir destas propriedades, podemos enta˜o facilmente provar que:
Lema 5.2. Seja T ∈ BG um subsemigrupo de PTn. Enta˜o, a aplicac¸a˜o
ξ : (E(T ),∧) → (E(In), ·)
α 7→ α
e´ um homomorfismo injectivo (de semireticulados).
Seja S um block-group finito. Uma vez que a aplicac¸a˜o ϑ : S → I(Irr(E(S))),
definida no Teorema 4.2, e´ um homomorfismo que separa idempotentes, temos
que d(S) ≤ |Irr(E(S))|. Por outro lado, seja ϕ : S → PT d(S) um homomorfismo
que separa idempotentes e seja T = Sϕ ∈ BG. Enta˜o, pelo Lema 5.1, podemos
considerar o isomorfismo φ = ϕ|E(S) : (E(S),∧)→ (E(T ),∧) e, pelo Lema 5.2, a
aplicac¸a˜o
φξ : (E(S),∧) → (E(Id(S)), ·)
e 7→ eϕ
e´ um homomorfismo injectivo de semireticulados. Logo, pelo Teorema 3.2, temos
que |Irr(E(S))| = |IrrE(S)(E(S))| ≤ |IrrE(Id(S))(E(Id(S)))| = d(S), atendendo
ao Exemplo 3.1.
Mostra´mos assim que:
Teorema 5.3. O grau de separac¸a˜o dos idempotentes de um block-group finito e´
igual ao seu nu´mero de idempotentes ∨-irredut´ıveis.
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